4 Fitten nichtlinearer Modelle mit der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate am Beispiel eines Fallversuchs

Lernziele Lektion 4

e Sie konnen nichtlineare Modelle mit einem oder zwei Parametern mit Hilfe der Me-
thode der kleinsten Fehlerquadrate an gemessene Daten fitten und daraus die Mo-
dellparameter, sowie ihre Unsicherheiten abschétzen.

e Sie kennen die Annahmen und Voraussetzungen, die der Methode der kleinsten Feh-
lerquadrate zu Grunde liegen.

e Sie konnen ihre Fitprozedur auf Konsistenz priifen, indem Sie die Residuen des Fits
kontrollieren.

e Sie sind in der Lage mit Hilfe der Residuen eventuelle systematische Fehler zu iden-
tifizieren.

4.1 Das physikalische Modell des Experiments

Hintergrundinformation /. Wir betrachten die Messung der Flugzeit einer Stahlkugel,
die im freien Fall eine Strecke z durchmisst. Die Messung wird mit Hilfe der Apparatur in
Abb. 15 durchgefiihrt. Das Ergebnis des Experiments sind N Datenpunkte (z;,t;).

Die Physik des Experiments wird durch die Gleichung

2
zj = Egtj

beschrieben. Das Ziel des Experiments ist die Bestimmung der Erdbeschleunigung g aus
dem gemessenen Datensatz, der in Abb. 16 in doppellogarithmischer Darstellung gezeigt
ist. Die doppellogarithmische Darstellung wurde gewahlt, weil in dieser Darstellung die
Messpunkte auf einer Geraden liegen sollten.

Modell M. Wir nehmen zunéchst an, dass die z; exakt bekannt sind. Im Gegensatz
dazu sei die Zeitmessung mit einem statistischen Fehler behaftet, fiir den wir das additive

Fehlermodel
2 .
tj =1/ *;] + e =hz,9) +¢
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Abbildung 15: Versuchsaufbau des Fallversuchs.

annehmen. Desweiteren nehmen wir an, dass die €; normalverteilt sind, d.h.,
pdf(ejlo?, M, T) = N(e;;0,0),

und dass o2 fiir alle Datenpunkte gleich ist. Dieser Parameter beschreibt die Genauigkeit
der Stopuhr, die wir a priori nicht kennen. Wie bereits bei der linearen Regression nehmen
wir auch hier wieder an, dass die statistischen Abweichungen e; statistisch unabhéngig
sind. Aus all diesen Annahmen ergibt sich die Likelihood

>N/2 exp [—;X2(9702)]

pdf({t;}]{}}g.0% M, T) = (

2mo?

mit

Q(9)

Die Grosse Q(g) heisst mittlerer quadratischer Fehler, oft auch als MSE (mean square
error) abgekiirzt.
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Abbildung 16: Messdaten des Experiments zum freien Fall. Die Daten bestehen aus N = 31
Messpunkten, die nicht alle sichtbar sind, weil sie zum Teil iibereinander
liegen.

4.2 Abschitzung der Erdbeschleunigung g und der Streuung o>

Priorwahrscheinlichkeit. Fiir die Priorwahrscheinlichkeit benutzen wir wie bisher das In-
differenzprinzip, definieren analog zur linearen Regression 7 := 1/0? und setzen

const. fiirg>0,7>0
pdf(g, 7| M, I) = { 0 sonst

Posteriorwahrscheinlichkeit. Im Prinzip gewinnen wir die Posteriorwahrscheinlichkeit
mit Hilfe des Bayes’schen Theorems. Wir ersparen uns jedoch die exakte Berechnung und
verwenden lediglich die Proportionalitét
1 N
paf(g, 1487}, (). M. 1) x 72 | (0| = 72 |- ta)|.
Das Verhalten der Verteilung wird ganz wesentlich von Q(g) bestimmt. Diese Funktion ist
in Abb. 17 gezeigt.

Abschdtzung der Parameter. Wir interessieren uns fiir das Maximum der Posteriorver-
teilung, das mit dem Minimum von Q(g) zu tun haben muss. Zu diesem Zweck betrachten
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Abbildung 17: Der mittlere quadratische Fehler Q(g) als Funktion des Parameters g. Die
Zahl der Datenpunkte ist N = 31.

wir vorteilhaft den Logarithmus der Posteriorverteilung

N N
Inpdf(g, 7I{t;}, {2j}, M, I) = const. + - In7 - TTQ(g) =: (g, 7).

Das Maximum der Posteriorverteilung bei (g, 7) wird auch zu einem Maximum von f(g, )
an der selben Stelle fithren. Wir finden dieses Maximum durch simultanes Lésen von

0g 7 L P

Wir finden,
209 _,_ QW] _,
99 gz dg |y

d.h. ¢ minimiert den mittleren quadratischen Fehler. Die Grosse Quin = Q(g) wird oft auch
mit LMSE (least mean square error) abgekiirzt. Die Methode, einen Schétzwert fiir den
oder die Parameter eines Modells durch Minimieren des mittleren quadratischen Fehlers zu
ermitteln, nennt man Methode der kleinsten Fehlerquadrate (oder auf Englisch: ‘method
of least mean squares’).
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Dariiber hinaus finden wir

0(g.7)| _ N NQ@ 1
or Y 27 2 T

= Q(g) = Qmin-

Wir betrachten die Werte § und 62 als Schiitzwerte fiir g und o2, weil sie die Posteriorvertei-
lung maximieren. Eine solche Abschitzung bezeichnet man als mazximum a posteriori esti-
mate. Gleichzeitig ist in unserem Fall die Posteriorverteilung proportional zur Likelihood,
so dass wir die Abschétzung auch als maximum likelihood estimate bezeichnen kénnen. Das
Abschétzen von g aus dem Minimum von @(¢) nennt man Methode der kleinsten Fehlerqua-
drate oder auch method of least mean squares. Diese Minimierung wird meist numerisch mit
dem Computer durchgefithrt. Das Ergebnis fiir den Datensatz aus Abb. 16 ist in Abb. 18
gezeigt.
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Abbildung 18: Fit an die Messdaten des Experiments zum freien Fall.

Genauigkeit der Parameterabschitzung. Nun interessiert uns noch die Genauigkeit der
Abschéitzung, die mit der Breite der Posteriorverteilung zusammen héngt. Um diese néher-
ungsweise zu bestimmen entwickeln wir @(g) in eine Taylorreihe um § bis zur zweiten
Ordnung (vgl. die parabolische Form der Kurve in Abb. 17). Das ergibt

o 1d*Q)
Q(g) ~ len + 5 de

(95 = Quin + 5@ (0)9— )"
g
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Die Posteriorverteilung ist damit

paf(g, {17} (2} M. 1) < 72 | =27 (Quin + 50 @0 - 7).

Eine &dhnliche Form der Posteriorverteilung hatten wir bereits bei der linearen Regression
kennen gelernt. Auch dort [vgl. Gl. (20)] hatte die Posteriorverteilung im Exponenten eine
quadratische Form der Parameter. Die Normierungskonstante der Posteriorverteilung kann
in dieser gendherten Form berechnet werden, wodurch wir

~ N\/ QminQ”(g) <NQmin7_> N/z
2v/27T((n +1)/2) 2

<o {207 [Qun + 30010 - 7]}

pdf(g, T|{tj}’ {Zj}’ M, I)

finden. Dem entsprechend ist die (ndherungsweise) marginale Posteriorverteilung fiir g eine
Studentsche t-Verteilung, d.h.,

_ P 262min 1
pdf(g|{tj},{2j},M,I) =T <gaga“ N+ 1@”(@)’N+ 1) )
A 2C)min 1
g_gi\/N_lQ//(g)‘ (32)

Der Schitzwert g ist in dieser Ndherung gleichzeitig der Mittelwert (g) der Erdbeschleu-
nigung. Wir sehen hier auch, dass der Wert Qnin des kleinsten Fehlerquadrats, sowie die
zweite Ableitung von Q(g) an der Stelle des Minimums, sowie die Zahl N der Messpunkte
die Genauigkeit festlegen, mit der g bestimmt werden kann.

so dass

Entsprechend dem Fall der linearen Regression ergibt sich fiir die marginalisierte Vertei-
lung von 7 die Gammaverteilung

N+1 2
pdf(T|{t;},{z}, M,I) =T (T; 9 NQmH1) ’

und fiir die Verteilung von o? die inverse Gammaverteilung

N +1 NQuin
pdf(02|{tj},{zj},M,I):invF <02;;, % )

Wir geben fiir 02 also das Ergebnis

N 2
02:N_1Qmin<1:t N—3>

an.
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Graphische Bestimmung der Unsicherheit von g. Mit Hilfe der graphischen Darstellung
von Q(g) gelangt man zu einer Abschétzung der Unsicherheit o4 von g. Aus Gl. (32) finden
wir fiir g = g £ oy
Q@) = Quin + 3Q"(@)@ — ) = Quin (1 + 75
min 2 min N o 1 .

Die beiden Schnittpunkte der horizontalen Geraden Quin[l1 + 1/(N — 1)] mit der Kurve
Q(g) liegen bei den beiden Werten § = g £ o, (sieche Abb. 17). Interessanterweise ist der
Mittelwert (02) gerade durch Qumin[l + 1/(N — 1)] gegeben, also durch den Wert, den wir

bereits zur Abschitzung der Genauigkeit von ¢ in Abb. 17 eingetragen haben. Somit l4sst
sich auch dieser Wert sehr einfach von der graphischen Darstellung von Q(g) ablesen.

Alternativ bietet es sich an, die normierte Funktion

(N — 1)AQ L (N - 1)[Q(g) - Qmin] _ N — 1Q”(§)(g _Q)Q

Q . Qmin - 2Qmin

gegen g — g aufzutragen. Die Unsicherheit o ist dann dort abzulesen, wo diese Funktion
den Wert eins annimmt, wie es in Abb. 19 dargestellt ist.
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Abbildung 19: Normierte Funktion (N —1)AQ/Q aufgetragen gegen g— g. Die Unsicherheit
o4 der Parameterschitzung kann direkt aus dem Plot abgelesen werden.
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4.3 Inspektion der Residuen des Fits

Keine Fitprozedur ist komplett ohne eine Inspektion der Residuen des Fits. Zu diesem
Zweck substrahiert man die gefittete Funktion von den gemessenen Daten, d.h.

Tj = tj — h(Zj,g).

Die r; nennt man die Residuen des Fits. Die Punkte (z;, ;) kann man in einem Diagramm
auftragen. Dies ist eine Art ‘Selbstkonsistenz-Priifung’ unseres Modells. Die Residuen 7;
entsprechen némlich den Messfehlern €; unseres additiven Fehlermodells. Sie sollten daher
unkorreliert sein und nédherungsweise normalverteilt. Fiir unser Beispiel sind die Residuen
in Abb. 20 dargestellt.
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Abbildung 20: Residuen des Fits aus Abb. 18.

Es ist offensichtlich, dass die Residuen nicht unkorreliert sind, sondern dass es fiir kleine
Werte von z einen Trend zu positiven Werten der Residuen gibt. Dieser Befund weist auf
einen systematischen Fehler des Modells oder des Experiments hin.

Abbildung 21 zeigt eine Zusammenfassung der Ergebnisse des Fits. Neben dem in Abb. 21(a)
gezeigten Fit an die Datenpunkte sehen wir in (b) die Residuen, sowie in (c) ein Histogramm
des Residuen. Zusétzlich wurde in (¢) noch die Erwartung eingezeichnet, wie die Vertei-
lung der Residuen aussehen sollte, wenn es sich um eine Normalverteilung mit der Breite
(o) handeln wiirde. Dieses Histogramm zeigt eine scharfe Kante fiir negative Werte der r;

und einen breiten Auslaufer fiir positive Werte. Darin manifestiert sich der systematische
Fehler.

40



rel. frequency
04 03 02 0.1 0

b
® I,
. (¢}
______ . =
= °« . . o
o -
.......... b T T P 0 on
. ® : .oa é
-1
: 100
(a) N=31
5'
(@]
. -1
10! 100 10
length z (m)

Abbildung 21: Zusammenfassung der Ergebnisse des Fits aus Abb. 18.

4.4 Ein erweitertes physikalisches Modell mit zwei Parametern

Wir erweitern daher das Modell um einen Offset zg in der Lidngenmessung. Die Fitfunktion

lautet nun
2(zj — 20)
h(Zj,g,Z()) = Ji'
g
Wir haben damit die Fitkurve von einem auf zwei Parameter erweitert. Das fiihrt zu einer
neuen Funktion Q(g, 29), die den mittleren quadratischen Fehler in der g — zy Parameter-

ebene beschreibt.

Abschdtzung der zwei Parameter. Analog zu oben finden wir das Maximum der Poste-
riorverteilung durch numerisches Minimieren von (g, z9). Dies fiithrt auf Parameterwerte
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A A

g und Zp, und liefert Qmin = Q(g, 20).

Die Funktion Q(g, zo) ldsst sich in der Parameterebene graphisch mit Hilfe von Hohenlinien
darstellen, wie es in Abb. 22 gezeigt ist. Wir sehen, dass die Hohenlinien eine elliptische
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Abbildung 22: Abbildung der Hhenlinien von Q(g, 2o).

Form haben. Am Schnittpunkt der Hauptachsen dieser Ellipsen liegt das Minimum (g, 29).

Abschadtzung der Unsicherheiten der Parameter. Wie oben bietet sich daher eine Taylor-
Entwicklung von Q(g, 20) um den Punkt (g, Z9) in der Parameterebene an. In diesem Fall

haben wir
1/g—g g9 g0 g—4g
N . 1 - 0g? 0990z B
Q(g,ZQ) ~ len + 2 ( 20 — 20 ) < 82qQ 02Q ) < 20 — 20 > .
~—

09020 8z(2]

~~

=P =H
Die Matrix H heisst Hesse-Matrix der Funktion Q(g, 2o).

Diese Entwicklung der Funktion @ fiihrt wiederum auf eine gendherte Posteriorvertei-
lung, bei der eine quadratische Form im Exponenten steht. Die normierte Verteilung lautet

Ny/det(H) [ NQuint /2 N Lo
pat(g, 0,710}, (233,30, 1) = S (FnT) ey [T [Qui 4 5P},
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Die marginalisierte Verteilung fiir ¢ ist die Student’sche t-Verteilung

pdf(g|{tj}, {Zj}’ M, I) =T (%ga \/Q%in (Hil)l,la N) )

so dass

2C?min
H-1)q4.
N o H D

Im Vergleich zum Modell ohne Offset zo hat hier (H~!); ; die Rolle von 1/Q"(§) {ibernommen.
Zudem hat der zusédtzliche Parameter zy die Zahl der Freiheitsgrade um eins reduziert.

g=g=+

Entsprechend ist die marginalisierte Verteilungsfunktion fiir zg die Student’sche t-Verteilung

~ 2 min
pdf(Z()’{t]},{Zj},M, I) _T<ZO;207\/ C?V (H_1)2727N> ’
so dass
2C)min
=Zy=* H-1)g9,.
20 = 20 N 2( )2,2

Fiir den Parameter 7 ergibt sich die marginalisierte Verteilung

N 2
pdf@ﬂ{%}»{zj}7ﬂla1)::I‘(T;zz’fVQgﬂn>’

und fiir o2 haben wir

pdf(a2|{tj},{zj},M, I)=invDl (7‘; 5 g

NQumi 2

2 min

o? = 144/——
N —2 < N—4>

E NQmin)

was zur Abschitzung

fithrt.

Es lisst sich nun, in Ubereinstimmung mit den hier angegebenen Ergebnissen allgemein
zeigen,® dass die Unsicherheiten der abgeschiitzten Parameter durch die Elemente der inver-
se Matrix H~! gegeben sind. Diese inverse Matrix ldsst sich in unserem zweidimensionalen

Fall schreiben als
( 0'3 Og02z,P ) _ 2Qmin H-!

5 =
0g0zpP O N -2

32.B. D.S. Sivia, Data Analysis, A Bayesian Tutorial, Oxford University Press.

43



wobei 0, und o, die gesuchten Unsicherheiten der abgeschétzten Parameter g und 2z sind.
Der Koeflizient p heisst linearer Korrelationskoeffizient. Er beschreibt die Korrelation der

Paramter g und zp, die sich in einer Verkippung der Hauptachsen der Ellipsen in Abb. 22
gegeniiber den Koordinatenachsen &ussert.

Auch in diesem Fall lassen sich die Werte oy, 0., und p aus der Darstellung der Hohenlinien

von (g, zo) in Abb. 22 ablesen. Zweckmissigerweise plottet man dazu die Hohenlinien der
normierten Funktion

(N=2)AQ _ (N =2)(Qlg, ) — Quin) _ (N —2)
Q Qmin 2Cgmin
Die Hohenlinie fiir (N—2)AQ/Q = k = 1ist in Abb. 23 in einer zweidimensionalen Parame-

terebene in Rot dargestellt. Die Unsicherheiten g und o1, sowie der Korrelationskoeffizient
p konnen, wie in der Abbildung angegeben, abgelesen werden.

PHP.

L?>
q
]
{o>
«
+
&

Zp (Mmm)

9.7965 0.7998 9.8031
g (m/s)

Abbildung 23: Abbildung der Hohenlinie (N — 2)AQ/Q =1 (in Rot). Daraus kénnen die
Genauigkeiten o, und o, der abgeschétzten Parameter g und 2y, sowie der
Korrelationskoeffizient p abgelesen werden.
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Inspektion der Residuen des Fits. Auch im Fall unseres erweiterten Models ist eine
genaue Inspektion der Residuen des Fits erforderlich. Eine Zusammenfassung ist in Abb. 24
dargestellt. Insbesondere zeigt Abb. 24(e), dass der Trend in den Residuen im erweiterten
Modell verschwunden ist. Auch das Histogramm der Residuen in (f) zeigt eine bessere
Ubereinstimmung mit der erwarteten Normalverteilung.
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Abbildung 24: Zusammenfassung der Auswertung mit Hilfe des erweiterten Modells. (a)
Hohenlinien der Funktion Q(g, zp). (b) Marginalisierte Posteriorverteilung
fir g. (¢) Marginalisierte Posteriorverteilung fiir zp. (d) Darstellung der
Datenpunkte mit der Fitkurve. (e) Residuen des Fits. (f) Histogramm der
Residuen des Fits. In Rot ist die erwartete Normalverteilung eingezeichnet.

4.5 Aufgaben und Fragen zum tieferen Verstandnis

1. Fertigen Sie eine Liste an, in der Sie alle Annahmen aufnehmen, welche der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate zugrunde liegt.

2. Uberlegen Sie, wie sie bei der Bestimmung der Unsicherheiten der abgeschitzten
Parameter vorgehen wiirden, wenn sich die Funktion Q(g) im relevanten Bereich

nicht gut durch eine Parabel néhern liesse.

3. Was beobachten Sie beziiglich der Zahl der Freiheitsgrade der marginalisierten Ver-
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teilungen beim Modell mit zwei Parametern im Vergleich zum Modell mit einem
Parameter?

4. Begriinden Sie die graphische Methode der Bestimmung von o4, 0., und p fiir das
Modell mit zwei Parametern.

46



